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Abstract 

Twins and antiphase domains which follow a struc- 
tural phase transition may often be described through 
the formalism of antisymmetry (magnetic groups). 

I. Introduction 

Lorsqu'un cristal subit une transition de phase, dis- 
placive ou du type ordre-d+sordre, des domaines struc- 
turaux apparaissent par suite de l'abaissement de 
sym&rie: domaines antiphas6s si le cristal perd des 
+l+ments de sym&rie de translation; macles et macles 
translatoires si le cristal perd des 61~ments de sym6trie 
d'orientation (Guymont, Gratias, Portier & Fayard, 
1976; Guymont, 1978; Van Tendeloo & Amelinckx, 
1974; Wondratschek & Jeitschko, 1976). 

Nous allons montrer que, dans de nombreux cas, les 
structures en domaines peuvent ~tre d+crites ~ l'aide du 
symbolisme de l'antisym+trie (groupes magn&iques). 
Cette m6thode g6n+ralise une description analogue des 
macles par m~ri6drie et m6ri+drie r&iculaire (Curien & 
Le Corre, 1958; Curien & Donnay, 1959). Dans 
certains il est n~cessaire d'utiliser des groupes ~ 3 ou 4 
couleurs. 

Les notations suivantes sont utilis+es: G e est le 
groupe d'espace de la phase la plus sym~trique du 
cristal; (a/r~ + Tt) est l'+l~ment le plus g~n~ral de Ge; 
H e est le groupe d'espace de la phase la moins 
sym&rique, c'est un sous-groupe de G e. Soient Ge t  T o 
la classe et le r~seau de Ge; H et T n la classe et le r~seau 
de H e . 

On sait (Hermann, 1929) que trois cas se pr+sentent. 
ler  cas. H - G ,  T n c  Ta; H e est un sous-groupe 
klassengleich. 2Ome cas. H c G, T n - -Ta ;  H e est un 
sous-groupe translationgleich. 3~me cas. H ~ G, 
T n c Ta; H e est un sous-groupe allgemein et alors il 
existe un sous-groupe translationgleich Se de G e qui 
contient H e comme sous-groupe klassengleich. 

II. Cas oft H e est un sous-groupe d'indice 2 de G e 

H e est alors maximal et invariant, il est soit du type 
translationgleich, soit du type klassengleich. G e se 
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d+compose en deux complexes: Ge = He + (a/r,~ + 
T/) H e et on a deux domaines. Chaque domaine a pour 
groupe de sym6trie H e, les 616ments de H e ayant la 
m~me orientation et la m~me position dans le cristal 
pour les deux domaines, et on passe d'un domaine 
l'autre par l'un quelconque des op6rateurs du deuxi+me 
complexe. 

Or au couple (G e, H e) correspond le groupe magn+ti- 
que obtenu en remplaqant les op6rateurs du deuxi+me 
complexe par les antiop6rateurs correspondants. Ce 
groupe magn6tique (G e, He) permet donc de dbcrire la 
structure en domaines: 

- c h a q u e  domaine est invariant dans H e 
(op~rateurs); 

- l e s  antiop+rateurs font passer d'un domaine 
l'autre; 

- l 'ensemble des deux domaines ('macle compl&e') 
est invariant dans G e. 

Remarque:  Par ailleurs au couple (G e, He) on peut 
faire correspondre une repr6sentation alternante Fkj du 
groupe G e dont le noyau est He: les +l+ments de H e ont 
repr+sent~s par le nombre+ 1, les 6l~ments du deuxi6me 
complexe par le n o m b r e -  1 (Sivardi+re, 1969, 1973). 
Le vecteur d'onde k caract+risant la repr6sentation est 
nul si H e est du type translationgleich; l'une au moins 
de ses coordonn6es est ½ ou 1 si H e est du type 
klassengIeich. Une repr+sentation alternante de G e 
d6crit donc une macle ou un domaine antiphas6 suivant 
que k = 0 ou k 4: 0, ce qui g~n~ralise une description 
analogue des macles par m~ri6drie ou m6ri~drie 
reticulaire (Waintal & Sivardiere, 1970). 

Exemples  

(a) H e est translationgleich (k = 0) 
- Transit ion Pccm -~ P222 (Guymont et al., 1976). 

Le groupe magn6tique est Pc ' c 'm ' ,  ou plus explicite- 
ment P2/c '  2/c '  2 /m ' .  Les +l+ments de macle sont 
( r io01~2) ,  (mx/O01/2),  (my/O01/2),  (mJO01/2 ) .  On a 
une macle non translatoire puisqu'un des +l+ments de 
macle, l'inversion, n'est ni un axe h+lico'idal ni un miroir 
avec glissement. 

- T r a n s i t i o n  P6222 ~ P3221. C'est la transition 
quartz a ~fl.  Le groupe magn~tique est P6~22', la 
macle est non translatoire (macle du Dauphin+). 
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- Transit ion P m m a  ~ P1 2~/m 1 (Guymont et al., 
1976). Le groupe magn&ique est P2~/m '  21/m 21/a'.  
On a ici une macle translatoire, car les 61~ments de 
macle sont soit des axes h~licoi'daux, soit des miroirs 
avec glisement. 

D'autre exemples de macles translatoires (Guymont  
et al., 1976) sont donn6s dans le Tableau 1. La liste des 
groupes magn6tiques (Opechowski & Guccione, 1965) 
montre qu'au groupe P6amc sont associ6s les groupes 
magn6tiques P6'3mc', P6'am'c, P63m'c ':  seul le premier 
d6crit une macle translatoire. 

(b) H e est klassengleich (k ¢ 0) 
Consid~rons tout d 'abord le groupe G e = P2~212, de 

r6seau primitif, et un doublement de maille selon [001] 
soit k = [00½]. Ce vecteur k 6tant perpendiculaire aux 
translations r,~ non enti+res des ~16ments (a/r,~) de G e, il 
existe des repr6sentations alternantes Fkj de G e aux- 
quelles correspondent deux groupes magn6tiques dis- 
tincts: P2e21212 (notation de Opechowski & Guccione, 
1965) ou Pc21212 (notation de Belov, Neronova & 
Smirnova, 1957) et P2c212~2 ' (Pe2~2121) (la corre- 
spondance entre les deux notations est discut~e par 
Bertaut, 1975). 

Dans le premier cas, H e = P21212; dans le second H e 
= P212a2 a. Dans  les deux cas, on a deux domaines 
antiphas6s conneet6s par la translation [001 ]. 

Consid+rons maintenant le groupe C m m m ,  de r6seau 
non primitif, et la transition C m m m  -~ Pbam (Guymont 
et al., 1976). Le groupe magn~tique qui d~crit les deux 
domaines antiphas6s est C~m'm 'm (Pcbam), il est 
associ6 ~ une representation F~, k = [010]. 

Les groupes magn6tiques Cpmmm (Pcmmm),  
C ; m ' m m  (Pcmma) et Cummm'  (Pcmmm) d6crivent des 
transitions telles que H e = P m m m ,  P m m a  et P m m n  
respectivement. 

Tableau 1. H e est un sous-groupe invariant  d'indice 
2 de G e 

G e H e Groupe magn&ique 

P63mc P3m 1 P6 '3mc' 
P63cm P31 m P6 '3c' m 
P6cc P6 P6c' c' 
P63 P3 P6 ' 3 
P6 s P32 P6~ 
P61 P32 P6] 
R3c R3 R3c' 
P3 lc P3 P3 lc' 
P3c l P3 P3c' 1 
P421c P4 P42~c' 
I41cd 141 I41c'd' 
I41md Imm2 I4]md' 
P4zbc P42 P42b'c' 
P42mc Pmm2 P4 '2mc' 
P4nc P4 P4n' c' 
P4cc P4 P4c' c' 
P43 P2 z P4~ 
P42 P2 P4~ 
P41 P21 P4 

I lL Cas  od H e est un sous -groupe  invariant  d'indiee 3 
ou 4 

i = 3  

C'est la cas du couple G e = P213, H e = P21212a, le 
groupe facteur est isomorphe du groupe 3, H e est 
invariant maximal (au contraire dans le couple G e = 
P321, H e = P 121, H e est maximal mais non invariant). 

G e se d6compose en trois complexes: G e = H e + C 1 
+ Cz. On a trois domaines D O , D 1 et D 2" D O est 
invariant dans H e. Un op6rateur quelconque du 
eomplexe CI transforme D O en D 1, D 1 en D 2 et D 2 en 
D 3. Le couple (Ge, He) peut se representer par un 
groupe ~ trois couleurs, ou encore par une repr+sen- 
tation de G e complexe de dimension 1, de noyau H e, 
telle que les ~l+ments de C1 sont repr+sent~s par j = 
e i2~/3 et ceux de C2 par j2 (Niggli & Wondratschek, 
1960). 

On peut distinguer deux cas: 
(a) H e est translationgleich (k = 0). G = 3, 3, 23, 

m3, 6, 6, 6 /m.  On a alors des macles non translatoires 
(P3 --, P1, P213 --, P2~2121) ou translatoires (P62 ou 
P64 --, P2, P61 ou P65 ~ P21). 

(b) H e est klassengleich. Alors G e est de classe 
cyclique et k est parall~le ~ l'axe principal et de module 

(Sivardi~re, 1969): on a trois domaines antiphas~s 
(r~seau fi trois couleurs). 

i = 4  

Supposons d'abord le groupe facteur isomorphe du 
groupe 4. G e se d6compose en quatre complexes: G e = 
H e + C 1 + C 2 + C3, il y a quatre domaines D 0, D 1, D 2 
et D 3. D O est invariant dans He;  un 616ment de C 1 
transforme D o en D~, D 1 en D2,.... Le couple (G e, He) 
peut se representer par un groupe fi quatre couleurs, ou 
encore par une repr6sentation F~j de G e complexe de 
dimension 1, de noyau H e, tels que les 616ments de C~, 
C 2 et C a sont repr6sent6 respectivement par i, - 1  et - i .  
H e n'est pas maximal:  G e et C2 forment un sous-groupe 
H e de Ge, invariant d'indice 2. 

On peut distinguer trois cas: 
(a) H e est translationgleich (k = 0). G = 4, 4, 4/m.  

On a alors des macles non translatoires (P4 --, P 1) ou 
translatoires (P41 --, P 1). 

(b) H e est klassengleich. Alors G e est n~cessaire- 
ment de classe cyclique et k est parall~le ~. l 'axe 
principal de module ¼: on a quatre domaines antiphas~s 
(r6seau ~ quatre couleurs). 

(c) H e est alIgemein: la classe H de H e est un 
sous-groupe d'indice 2 de la classe G de G e. Le 
sous-groupe K e de G e envisage6 ci-dessus n'est autre 
que le sous-groupe S e de Hermann (voir Introduction).  
Exemples: 

G e = P21, k - -  [00½], K e = P1,  H e = P1.  

G e = P b a 2 ,  k = [ N 0 ] ,  K e = P 2 ,  H e = P 2 .  
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Le passage de G e ~t K e fait appara~tre des macles 
(P2~,Pb'a'2); le passage de K e ~ H e fait apparakre des 
domaines antiphas6s (P2~ 1,P2c2). 

Consid6rons maintenant le cas off, H e 6tant toujours 
invariant d'indice 4, le groupe facteur est isomorphe de 
222. H e n'est pas maximal. G e se d6compose en quatre 
complexes: G e = H e + C~ + C2 + C3. I1 poss6de trois 
sous-groupes invariants Kel, Ke2, Ke3 d'indice 2, ayant 
H e pour sous-groupe invariant d'indice 2: Kea = H e + 
C x, Ke2 = H + C 2, Ke3 = H e + C 3. 

I1 existe alors quatre domaines D o, D~, D 2, D3: les 
616ments de C~ transforment D O en Dt, G e est le groupe 
de sym6trie de la macle complete. 

D'apr6s les r6sultats pr6c6dents on voit que les 
relations entre D o et D 1, D o et D 2, D O et D 3 sont 
d6crites par les groupes magn6tiques (Ke~,He), 
(Ke2,He) et ( K e 3 , H e )  respectivement. Ke~ , g e e  et Ke3 
sont les noyaux respectifs de trois repr6sentations 
alternates F~,~,, Fk~j~, F ~  de G e telles que: F~,j, . F ~  = 
Fk3j. Les 61ements de H e ont le caract6re + 1 dans ces 
trois repr6sentations. 

Le groupe (Ge, KeO d6crit le passage des domaines 
D o, D 1 aux domaines D2, Da. 

Exemples 

(a) H e est translationgleich (k  I = k 2 -~ k 3 -~ 0) 

-Trans i t i on  Pbca ~ P1. Ke~ = P2~ /b l l ;  Ke2 = 

P 121/cl;  Ke3 = P 1121/a. 
Les relations (Do, D1) (Do,D2) (D0,Da) sont d6crites 

par les groupes magn&iques respectifs P 2 ~ / b ' l l ,  
P12~/c'1, P l l 2 ~ / a "  on a trois macles translatoires, 
respectivement b', c' et a ' .  

La relation entre Do, D~ et D2, D 3 est d6crite par le 
groupe magn6tique Pbc'a'. 

-Trans i t ion  P42bc ~ P2~ (Guymont  et al., 1976). 
Kel = P42; Ke2 = P2bl  ~ P2ba; Ke3 = P21c ~ P2cc 
d'ofi les macles translatoires P4~, P2b'a' ,  P2c'c' .  

La relation (Do, DI) et (D2,D3) est d6crite par 
P42b'c'; la relation entre (D0,D2) et (D1,D3) par 
P4'2bc'; la relation entre(D0,D3) et (DI,D2) par P4'2b'c. 

-Trans i t i on  P 4 / m m m  --, P222 (Van Tendeloo & 
Amelinckx, 1974: ~-NiMo). Ke~ = P422;  K~2 = 
Pmmm; Ke3 = P42m. On a donc trois macles non 
translatoires: P4 '22 ' ,  Pm'm'm' ,  P4'2m' .  Les relations 
entre couples de domaines sont d6crites par les 
groupes: P 4 /m'  m' m', P 4 ' /m'  mm',  P 4 ' /mm'  m. 

F, k 1 = [100], k 2 = [010], k 3 = [001]. On a par exemple 
le diagramme suivant dans lequel chaque trait relie un 
groupe/t  un sous-groupe invariant d'indice 2: 

G e = F222  
k l /  k2 1 ~ k  3 

A2122 B2212 C2221 

~ n e =  P ! 1 2 1 2 1 / /  

On a quatre domaines antiphas6s: D o et D 1, D 2, D 3 
d6crits respectivement par Ap212'2'(PA212121) , 
Bp2'212' (Pn21212~) et Ce2'2'21 (Pc21212~). Les 
relations entre couples de domaines sont d6erites par 
les groupes FA2'2 '2 '  (AA2122), Fn2 '2 '2  (B,422~2) et 
Fc22 '2 '  (CA222,). 

(c) H e est allgemein 

Ce cas se produit pour k 1 = 0, k 2 + k 3 = K. 
- Transition Pba2 --, P112 (maille doubl6e suivant 

e). On a alors le diagramme suivent (l 'exposant 2c 
traduit le doublement de la maille): 

G e = Pba2 toooj/[0o ]1 \[oo½1 
P112 p2Cba2 p2cnn2 

~ n e  = p]2~l 1 /  

Le passage de G e aux groupes Kei est d6crit par les 
groupes magn6tiques Pb' a' 2, p2cba2 (P~ba2) et p2~nn2 
(Penn2). Le passage des groupes Ket au groupe H e est 
d6crit par p 2 q  12 (domaines antiphas6s), p2Cb'a'2 et 
p2~n'n'2 (macles translatoires). 

La s6quence Pba2 ~ P112 ~ p2c112 correspond au 
th6or6me de Hermann: S e = P l12 ,  sous-groupe 
translationgleich (k 1 = 0) de Pba2. 

- Transition Ima2 --, P112 (Guymont  et al., 1976). 
On a dans ce cas le diagramme: 

.G  e = Ima2 
[0001 ~ 1[0011~[001] 

I 112 Pma2 Pnc2 
~ 

H e = P 1 

La s6quence Ima2 --, I 112 --, P 112 correspond au 
th6or6me de Hermann, les groupes magn&iques qui la 
d6crivent sont Im'a '2  puis Ip112. 

(b) H e est klassengleich 

Puisque Fk, j,. Fk2 J2 = Fk3 J3, 
on doit avoir: 

k 1 + k 2 = k 3 + K, 

K 6tant un vecteur du r6seau r6ciproque. Ce cas peut se 
produire si Ge est un groupe orthorhombique de r6seau 

IV. Cas od H e n'est pas invariant 

On se limitera au cas off H e est d'indice i = 4. 
Soit D u n  domaine invariant dans H e, D' le domaine 

s'en d6duisant par l 'operation (a/r~). D'  est invariant 
dans le groupe H,~ = (a/r,~).H e. (a/r~) -1 conjugu6 de 
H e par (a/r,~) (Guymont,  1978): les domaines ont done 
le m~me groupe de sym6trie, mais les 61~ments de ce 
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groupe peuvent varier en orientation et en position d'un 
domaine/l l'autre. Trois cas doivent &re distingu6s: 

(a) H e est translationgleich 

C'est le cas des transitions" 

P422 --, P12xl ~ P12yl  

P42cm --, P lCxl  ~ P l c y l  

P432 ~ P311121io ~ P311i2o11. 

(Dans les deux premiers cas, H e n'est pas maximal.) 
Ces transitions s'accompagnent d'un changement de 
syst6me cristallographique: on a des macles par 
pseudo-sym~trie (Friedel, 1964), alors que dans le cas 
des macles parfaites H et G appartiennent au m~me 
syst~me et H est un sous-groupe invariant de G. 

(b) H e est klassengleich 

C'est le cas des transitions: 

Fm3m --, Pm3m 

(il existe alors quatre sous-groupes conjugu~s, et quatre 
domaines antiphas6s, correspondant aux quatre 
positions possibles de l'origine du r~seau), ou encore: 
P4 (maille a,b,c) -* P4 (maille 2a,2b,c)(Guymont,  
1978): dans le premier cas seulement, H e est maximal. 

(c) H e est allgemein 

C'est le cas des transitions: 

I4~md--, P41 ~ P43 (Guymont, 1978) 

P421m --, Pba2 

(Wondratschek & Jeitschko, 1976). 

Supposons maintenant que H e, sous-groupe non 
invariant d'indice 4, ne soit pas maximal. Alors il existe 
un sous-groupe K e d'indice 2 de G e, dont H e est 
sous-groupe invariant d'indice 2. Si H e est allgemein, 
K e n'est autre que le groupe S e de Hermann. Exemples: 

Ge Ke He 

P422 P2x2y2 z P2 x ou P2y 
P42cm P2cc Pc x ou Pcy 
I4~md 141 P41 ou P43 
P421m P21m ~ Cmm2 Pba2 

(P41 et P43 sont invariants dans 141, non dans I41md 
off ils sont conjugu6s l'un de l'autre) (Guymont, 1976). 

L'existence de K e permet alors de d6crire les domaines 
l'aide de groupes magn6tiques. Par exemple dans la 

transition I41md --, P41, I 4 : n ' d '  decrit les macles et 
Iv4 ~ les domaines antiphas6s. Dans la transition Pf~2~m 
--, Pba2, P4'2'~m d~crit les macles et C~¢n'm'2 les 
domaines antiphas6s. 
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